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Abstract - -  Numerical simulation of thermo-solutal convection during Bridgman crystal growth. The vertical Bridgman- 
Stockbarger technique is a directional solidification technique. The material is loaded into an ampoule, and solidified by varying 
the temperature field with a translation of the ampoule through a furnace. The hydrodynamic is governed by both solutal and 
thermal convective instabilities. The resolution of the problem uses an homogenised formulation of the conservation equations, the 
enthalpy approach, issued from classical mixture theories. The energy equation is formulated with the enthalpy variable. Solving 
the conservation equations in the whole domain allows not to track the interface, as its shape is not needed in the resolution. 
The numerical simulation is done using a finite-volume method. We present here studies on two type of Bridgman configurations. 
The first one is an inverted Bridgman configuration of a pure material. The results show the interaction between the interface and 
the hydrodynamic of the unsteady melt. The second is a solidification of a binary alloy, where the temperature gradient has a 
stabilising effect. The results show the influence of the convection on the distribution of dopant in the solidified crystal. (~) Elsevier, 
Paris. 

vertical Bridgman-Stockbarger technique / solutal and thermal convective instabilities / enthalpy approach / mixture theories / 
finite-volume method 

R~sum~ - -  La technique de Bridgman-Stockbarger est une technique de solidification dirig~e. Le mat~riau, initialement fondu 
au sein de I'ampoule de croissance, est solidifi~ par d~placement d'un gradient de temperature. L'hydrodynamique dans le bain 
fondu est gouvern~e par la competition entre des instabilit~s thermiques et solutales. La mise en ~quations du probl~me utilise 
une formulation homog~n~is~e des ~quations de conservation, la formulation enthalpique, issue de la th~orie des m61anges. 
L'~quation de I'~nergie utilise la variable enthalpie. La r~solution des ~quations sur tout le domaine permet d'utiliser un maillage 
fixe, sans avoir ~ connaTtre le profil de I'interface a priori. La simulation num~rique utilise une m~thode de volumes finis. Nous 
pr~sentons ici les ~tudes de deux types de configuration de solidification. La premiere porte sur la solidification d'un mat~riau 
put en configuration de Bridgman chauff~e par le has. Les r~sultats montrent I'interaction entre les d~formations de I'interface 
et le bain fondu instationnaire. La deuxi~me porte sur la solidification d'un alliage binaire, o~ le gradient de temperature a un 
effet stabilisant (chauffage par le haut). Les r~sultats montrent I'influence de la convection sur I'inhomog~n~it~ de dopant dans le 
cristal solidifi~. ~) Elsevier, Paris. 

technique de Bridgman-Stockbarger/ instabilit~s thermiques et solutales / formulation enthalpique / th~orie des m~langes / 
m~tbode de volumes finis 

Nomenclature 

c capacit~ thermique massique . . . . . . . . . .  J . K - l - k g  -1  

D coefficient de diffusion solutale . . . . . . . . .  m 2 .s-1 

k conductivit~ thermique . . . . . . . . . . . . . . .  K -1 

h enthalpie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  J 

f fraction massique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  wt  
g fraction volumique . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  m -3  

* Correspondanee et tir6s ~ part .  
lamazou@irphe.univ-mrs,  fr 

constante  gravitationnelle 
(g  = 9,81m2.s -1 )  

K perm~abilit~ de Karman-Kozeny  . . . . . . .  

L longueur de l ' ampoule  . . . . . . . . . . . . . . . .  

Le nombre  de Lewis 
Lf chaleur latente de fusion . . . . . . . . . . . . . .  

Is longueur solutale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

p pression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
P r  nombre  de Prandt l  

m 2 

m 

J.kg -1 

m 
m2 . s -2  
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Ra nombre de Rayleigh 
Sc nombre de Schmidt 
Ste nombre de Stefan 
t temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  s 
T temp@rature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  K 
v vitesse du mdlange . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  m.s -1 
Vo vitesse de tirage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  m-s -1 
x coordonnde spatiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  m 

Symboles grecs 

/~s coefficient d'expansion solutal . . . . . . . . .  wt %-1 
/3T coefficient d'expansion thermique . . . . . .  K -1 
tt viscositd dynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . .  m2.s 
p masse volumique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  kg.m -3 
¢ fonction de courant . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  m2.s -1 

Indices 

a constituant c~ 
e valeur ~ l'eutectique 
f fusion 
1 liquide 
s solide 

1. INTRODUCTION 

Le problbme de changement de phase suscite beau- 
coup d'intdr@ts, ~ la lois pour  son aspect  fondamental  
et pour ses nombreuses appl icat ions pratiques,  en par- 
ticulier dans les systbmes de stockage d'dnergie et dans 
l ' industr ie  mdtallurgique. Les mouvements convectifs 
dans la phase liquide sont couplds aux transferts  de 
chaleur, et donc au t aux  de fusion ou de solidification et 
rdgissent la cindtique de l ' interface et sa ddformation. 

On retrouve cet aspect  dans les t ravaux expdrimen- 
taux  de Bdnard et al. [1], ainsi que dans les t ravaux 
numdriques de Gobin et al. [2] ou de Lacroix et al. [3] 
concernant la fusion de substances confindes dans des 
cavitds rectangulaires.  

La difficult@ essentielle rencontrde lors de la moddlisa- 
t ion numdrique d 'un  problbme de changement de phase 
rdside dans le f a r  que les relat ions de transmission 
l ' interface de solidification s 'expriment  sur une frontibre 
libre, dont la posi t ion est une inconnue du probl~me [4, 
5]. Les techniques naturelles consistent £ travailler sur 
un maillage qui suit le front de solidification ; c 'es t  le cas 
des techniques de maillage variable ou de celles basdes 
sur les t ransformat ions  de coordonndes. La t ransforma-  
tion la plus connue est celle de Landau,  utilisde par  
Lacroix avec une approximat ion  de type  dldments finis 
[6], par  Ouazzani  et al. [7] avec une approche spectrale,  
ou avec une approximat ion  de type  volumes finis [8]. Ces 
techniques sont souvent cofiteuses en temps de calcul et 
lourdes de mises en oeuvre. 

La formulat ion utilisde ici pour  tenir  compte des deux 
phases solide et liquide avec une interface ddformable est 

une formulat ion d 'homogdndisat ion de type  en tha lp ie -  
porositd. Elle consiste £ t ra i te r  l 'ensemble du probl@me 
suivant un domaine de calcul regroupant  l 'ensemble des 
const i tuants  et des phases prdsents dans le systbme. 
En t r a i t an t  ce milieu complexe comme un milieu 
continu dquivalent, les dquations de conservation (masse, 
dnergie, quanti td de mouvement)  sont rdsolues pour  des 
quanti tds  moyennes [9, 10, 11]. 

Cet te  approche entra~ne la moddlisat ion des termes 
d ' in terac t ion  qui devront @tre dvaluds ~ par t i r  de 
considdrations physiques. En particulier,  si les vitesses 
de solidification restent faibles, les fractions massiques 
pourront  @tre dvaludes ~ par t i r  du d iagramme de phase 

l 'dquilibre (voir Annexe).  Les termes d ' in terac t ion  
entre les phases liquide et solide seront moddlisds 
en considdrant que le compor tement  du fiuide entre 
les microstructures  de solidification est comparable  
celui d ' un  fiuide visqueux dans un milieu poreux. Le 
pr incipal  avantage offert par  cet te  m@thode est qu'elle ne 
ndcessite pas d ' imposer  des condit ions de t ransmission 

l ' interface de solidification, puisque ces condit ions 
sont implici tement  prises en compte  au niveau de 
la formulat ion des variables. Pour la solidification, 
plusieurs t ravaux ont d@j~ dtd effectuds dans  le domaine 
de la croissance cristalline [12, 13]. 

L 'objec t i f  de cette dtude est de met t re  en dvidence 
l ' ap t i tude  de la mdthode enthalpique ~ saisir des 
dynamiques  complexes en prdsence de changements  de 
phase, aussi bien que les effets d ' impor t an t s  gradients  de 
concentrat ion localisds. L ' impldmenta t ion  d 'un  schdma 
numdrique Ul t ra  Quick de calcul des termes convectifs a 
permis  d 'ob ten i r  des rdsultats  qui se t rouvent  en accord 
avec ceux donnds par  des codes spectraux.  

Le procddd de croissance de Br idgman-S tockbarge r  
dtudid i c i e s t  une technique de solidification dirigde 
qui consiste ~ isoler un matdr iau  ini t ialement fondu 
dans une ampoule,  puis h le solidifier par  t rans la t ion  

t ravers  un gradient  de tempdra ture  contr61d au sein 
d 'un  four. Nous dtudions dans un premier  temps  les 
effets de la convection thermique sur la ddformation 
de l ' interface lots de la solidification dirigde d 'un  mdtal  
pur.  Lors de la solidification d'all iages,  les mouvements  
de convection d 'origine thermique ou solutale peuvent  
modifier de manibre sensible la rdpar t i t ion de solutd au 
moment  off le matdr iau est en phase de solidification 
[14]. Nous dtudions les effets de la convection solutale 
sur la rdpar t i t ion de dopant  lors de solidification d 'un  
alliage p lomb- tha l l ium.  

Ces dtudes montrent  les effets de dynamiques  com- 
plexes dans le bain fondu sur la solidification de 
matdriaux.  Dans la configuration Br idgman inverse, la 
thermique a alors un effet ddstabil isant  et est h l 'ori- 
gine de rdgimes convectifs en interact ion avec l ' interface 
de solidification. Dans le cas de l 'al l iage binaire, on 
considbre la configuration Br idgman normale. Le gra- 
dient  thermique a un effet s tabi l isant  et les gradients  
de concentrat ion au voisinage de l ' interface de solidifi- 
cat ion sont ~ l 'origine de rdgimes convectifs pe r tu rban t  
l 'homogdnditd du dopant  dans le cristal  solidifid. 
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2. F O R M U L A T I O N  M A T H I : M A T I Q U E  

La m~thode enthalpique permet d'obtenir, en se 
basant sur la th~orie des m~langes [9], une formulation 
homog~n~is~e des 6quations de conservation de la masse, 
de l'dnergie et de la quantit~ de mouvement pour 
l'ensemble des phases et des constituants p%sents dans 
le syst~me. On suppose que : 

- chaque phase (liquide ou solide) est continue et son 
comportement m6canique peut ~tre assimil6 h u n  fiuide 
newtonien (les contraintes seront nulles et la viscosit~ 
infinie dans la phase solide) ; 

- le milieu continu est satu% (aucun vide ne peut se 
former au cours du changement de phase) ; 

la vitesse de solidification est suffisamment faible 
pour que l'~quilibre thermodynamique soit atteint ; 
l'~tat du m~lange pourra ~tre ~valu~ ~ partir de la 
temperature et de la composition moyenne en fonction 
du diagramme de phase ~t l'~quilibre. 

Les 6quations de conservation moyenn~es s'~crivent 
alors de la mani~re suivante : 

- continuit~ : 

+ = o 

quantit~ de mouvement : 

p - 

(T-T )-Zs - P, 

- ~nergie : 

(p ( h i -  h) (vj - v;) ) 
~x3 

- concentration : 

O-~(p f a) + . (pv~ fo,) = 

(p ( e  - s °) (vj - v; ) )  Oxj 

Les masses volumiques, vitesses, enthalpie, concen- 
trations et conductivit~s moyennes peuvent s'dcrire 
comme suit : 

p = g ,p ,  + (1 - gs) pl 

vi = fs v~ + (1 - f,) v~ 

h =  f s h s + ( 1 - f ~ ) h ~  

f ' ~ = A f :  + ( 1 - f ~ ) f {  ~ 
k = g s k s  + ( 1  - g s )  k~ 

hs = cs T 

h~ = Cl T + Lf 

La perm~abilit~ introduite dans le terme mod~lisant 
les interactions entre phases dans l'~quation de quantit~ 
de mouvement est d~finie, comme pour un milieu 
poreux, par la relation de Carman-Kozeny [15] : 

K = K0 g3 
(1 -- gl) 2 

off Ko d~pend de la dimension des microstructures de 
solidification pour des structures de type dendritique, 
Ko est proportionnel au earr~ de l'espace moyen 
s~parant les bras seeondaires sur le trone primaire 
(DAS : dendrite arm spacing). 

L'~quation de conservation de l'~nergie est formulae 
en fonction de l'enthalpie, les effets de chaleur latente 
sont pris en compte ~ travers un saut d'enthalpie au 
niveau du passage ~ l'~tat liquide. 

La %solution num~rique du syst~me d'~quations 
gouvernant le comportement de ce syst~me physique 
est r~alis~e par une mdthode de volumes finis. Certaines 
variables (enthalpie, concentration) peuvent presenter 
des forts gradients. Afin de garantir une bonne p%cision 
des %sultats num~riques, il est indispensable d'utiliser 
une technique de discr~tisation des flux qui soit ~ la lois 
stable et non diffusive. C'est pourquoi nous avons utilis~ 
un schema de type Ultra-Quick qui associe un schema 
convectif ddcentr~ quadratique avec une strat~gie de 
limitation de flux. Diff~rents tests ont permis de 
mettre en dvidence les performances obtenues avec 
ce schema, qui introduit peu de diffusivit~ num~rique 
suppl~mentaire, tout  en conservant une bonne stabilit~ 
num~rique pour la %solution d'~quations de transport  
fortement convectives [16]. 

Afin d'assurer une bonne p%cision pour d~crire 
l'~volution en temps des diff~rentes variables, nous 
avons utilis~ un schema d'Euler du deuxi~me ordre. 
L'algorithme num~rique de r~solution est p%sent~ en 
Annexe.  

La m~thode a ~t~ appliqu~e dans le cas de la 
solidification d 'un  bain fondu £ partir d 'un  corps put  et 
partir d 'un  alliage. Dans le second cas, la zone mod~lis~e 
comme un milieu poreux repr~sente physiquement la 
zone de changement d'~tat et elle est d~crite h travers 
le diagramme de phase. Dans le cas du corps pur, le 
changement se produit  ponctuellement ~ temperature 
donn~e, le module p o r o s i t ~ n t h a l p i e  s'applique alors 
sur une couche fictive autour de la temperature de 
solidification. 

La technique de Bridgman verticale est la technique 
de solidification consid~%e. L'ampoule dont les parois 
lat~rales sont chauff~es h une temperature sup~rieure 

celle de fusion contient initialement un bain fondu 
temperature uniforme. La solidification se fait par le 

d@lacement d 'une zone froide s@ar~e de la zone chaude 
par une zone adiabatique. L'orientation du gradient de 
temperature par rapport  au champs de gravit~ joue un 
r61e important  dans l 'apparition et le d~veloppement 
des instabilit~s hydrodynamiques. 
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3. A P P L I C A T I O N  .~ LA S O L I D I F I C A T I O N  
DIRIGI~E D 'UN CORPS PUR 

Pour l '6tude de la convection thermique,  le systbme 
est 6crit sous forme adimensionnelle,  en uti l isant  le 
temps thermique comme temps  de rdfdrence (t~a = 
L~/~), la longueur de l ' ampoule  L comme r6fdrence 
pour l 'espace, l '6cart  thermique A T  = T~ - Te entre les 
zones chaude et froide de l ' ampoule  comme rdfdrence 
pour la temp6rature ,  ce qui conduit  h la vitesse de 
r6fdrence Ur~f = ~ /L  et g la pression de r6f6rence p U~f. 
Ces 6chelles interviennent  dans les parambtres  adimen- 
sionnels introdui ts  avec leurs valeurs caract6ristiques 
dans le tableau I. 

TABLEAU I / TABLE I 
Param~tres physiques et valeurs typiques, 

adimensionnement thermique. 
Physical parameters and typical values, 

thermal case. 
Parambtre physique Valeur 

Nombre de Rayleigh Ra = g~ A TL3 /u  t~ 
Nombre de Prandtl Pr  = ~/~; 
Nombre de Stefan Ste = c A T / L f  
Rapport des chaleur spdcifiques ci/c~ 
Rapport des conductivit6s k~/k~ 
Rapport des densit6s ps/pl 

104 _ 8.106 
0.01 

o o o u  1 
1,0 
1,0 
1,0 

Les enthalpies adimensionnelles de chacune 
phases solide et liquide s'6crivent respectivement : 

h~ = T et h i  = T + Ste -~ 

des 

Le syst~me adimensionnel s 'dcrit  (pour alldger l 'ex- 
pos4, on a gard6 les m~mes symboles que pour  les 
variables dimensionnelles) : 

a 
az~ (v~) = 0 

a +Pr  a (av,  a~ v~+ (P~'~)=-~-7 ggx, \a~,)  
+ Ra Pr  "gi (T Tr~f) Pr  L 2 = - - - - ( ~ - v ~ )  

g K 

Afin d 'assurer  l 'hypoth~se de continuit6 de la variable 
enthalpie, on d6finit une zone , ,pgteuse,  num~rique 
(mushy zone, voir Annnexe).  Cette  zone de t ransi t ion 
se situe au voisinage du front de solidification entre 
deux temp6ratures  Tsol - e et T~ol + e, e rep%sentant  un 
poureentage de l '6cart  pet i t  et arbi t ra i re  de temp6rature  
A T  (5 % dans nos ealculs). 

On s ' int6resse dans la suite g la configuration dite 
instable (croissance en sens inverse de la g rav i t@ On 
consid~re deux modules : (i) le module restreint  g la 
phase liquide, avec interface flx6e plane, permet  de 
met t re  en ~vidence les modes sym6triques et asym~tri-  
ques, sans influence des d6formations de l ' interface. 
Le nombre de Rayleigh associ6 est bas6 sur la lon- 
gueur L/2  et sur l '~cart de temp6ra ture  AT~2 ; il est 
not6 Ra2 = Ra(L/2 ,  AT~2) (figure 1);  (ii) le module 
complet  (solide/liquide),  est consid~r~ pour  l '6tude de 
l ' in teract ion du r~gime convectif  dans le bain fondu 
avec l ' interfaee de solidification ; le nombre de Rayleigh 
utilis~ est bas6 sur la largueur L/2  et sur l '6cart  de 
temp6ra ture  AT,  not~ Ral = Ra (L /2 ,AT) ,  (figure 2). 

LAT,~ 

L/2 

Figure 1. Configuration modEle restreint. 
Figure 1. Restricted model configuration. 

3.1.  I~tude du m o d u l e  f l u i d e  
avec  i n t e r f a c e  f i x6e  p l a n e  

Le maillage utilis6 est de 64 x 128. Les solutions 
bidimensionnelles en module bain fondu liquide mon- 
t rent  l 'existence successive de modes axisymdtriques,  
asym6triques stat ionnaires puis instat ionnaires.  Cet te  
ph6nom~nologie observ6e est confirm6e par  la compa- 
raison avec les r6sultats d 'une  m6thode spectrale  de 
type  collocation Chebyshev [17] (tableau I1). En par-  
ticulier,  on observe un trbs bon accord qual i ta t i f  et 
quan t i t a t i f  entre les calculs effectu6s pour  un rdgime 
sym~trique (figure 3) et (tableau III). Sur cette figure 
¢10,10 repr~sente la fonction de courant  adimensionna- 
lis6e donn6e au point  de coordonu6es 10,10 et Art le 
temps  adimensionnalisd par r appor t  au pas de temps 5t 
La t ransi t ion du %gime sym6trique au %gime asym6tri-  
que est obtenue pour 5 000 < Ra2 < 7 000. La t ransi t ion 
vers l ' ins ta t ionnaire  est obtenue pour  une valeur du 
nombre de Rayleigh voisin de 40 000. La figure 3 fournit 
une i l lustrat ion de la solution p6riodique obtenue  par  
volumes finis pour Ra2 = 60000, le %gime d'dcoule- 
ment  instat ionnaire  asym6trique faisant appara i t r e  une 
compet i t ion  dynamique entre le d6veloppement de deux 
rouleaux de convection de tailles diff6rentes. 
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TABLEAU ill / TABLE III 
Comparaison pour R a  = 2 000,  P r  = 0,01, P e  = 0,01 
et S t e  - 1  = 0 des valeurs de ~)min et Cmaz obtenues 

par des approches spectrales et volumes finis. 
Comparison for Ra ---- 2 000, P r  --- 0.01, Pe --- 0.01 

and Ste -1 ---- 0 of the values of Cmin and ~3rr~a::t: obtained 
with spectral and finite volumes approaches. 

Approche 
spectrale 

1 dornaine 

Approche 
spectrale 
1 domaine 

Approche 
spectrale ~t 
2 domaines 

N ~ x N ~  

33 × 33 

65 x 65 

2 × (17 × 17) 

h y ~  Cmin Cmax 
~ -  3 3 N  - -  X N - - 1  

0,00481 - 0,309!0,304 

0,00120 - 0,308 0,303 

Volumes finis 128 × 130 

0,0048 ( h N z )  -- 0,264 0,270 

0,00781 -- 0,264 0,264 

£z2 

Figure 2. Configuration module complet avec interface libre. 

Figure 2. Full model with free interface configuration. 

TABLEAU II / TABLE II 
Diffdrents r~gimes d'~coulement et nombre de Rayleigh 

de transition pour les 3 modules consid@r~s. 
Various flow rates and transition Rayleigh 

numbers for the 3 considered models. 

2D 2 D  2D 
(fluide) (fluide) (fluide/solide) 
Spectral V-finis VF 

Sym@trique- 
asym@trique 2 500-3 000 5 000-7 000 10 000-15 000 

Instationnaire 20 000 30 00040 000 30 000 

3 .2 .  E t u d e  d u  m o d u l e  s o l i d e - l i q u i d e  
a v e c  i n t e r f a c e  d ~ f o r m a b l e  

Pour ce module, diff6rents r@gimes sont observ6s 
dans le bain fondu, un r@gime sym~trique est d ' abo rd  
obtenu, suivi d 'un  r@gime asym6trique,  puis d 'un  
r@gime instat ionnaire p~riodique pour R a l  = 60 000, qui 
reste instat ionnaire,  avec une plus forte intensit6 pour  
R a l  = 80 000 ( f igure  4) .  Sur cet te  figure, Tlo,lo est la 
temp6rature  adimensionnelle au point  de coordonn@es 

¢'mao 0,00 

-0.10 

-0,20 

-0.30 

-0.40 

-0.50 
0,0 N, = ( t  - t i ) / ~ t  25000.0 

Figure 3. Signal pdriodique et configurations dynamiques de 
la fonction de courant pour le module restreint. Ra2 = 60 000, 
Pc = 0,005, P r  = 0,01, S t e  - 1  = 0,0. 
Figure 3. Periodic signal and dynamic configurations of the 
current function for the restricted model. }:/a2 = 60000,  
P e  = 0.005, P r  = 0.01, S t e  - 1  = 0.0. 

10,10. Durant  ce r6gime fortement instat ionnaire ,  les 
deux pr incipaux rouleaux de convection qui composent  
le bain fondu sont en comp6ti t ion au cours du temps  et 
interagissent avec le front de solidification, qui subit  de 
fortes incurvations du c6t~ du rouleau de plus grande 
taille. 

3 .3 .  D i s c u s s i o n  d e s  m o d u l e s  ~ t u d i ~ s  

Le t ab l eau  I I  permet  de comparer  les nombres de 
Rayleigh correspondant  aux transi t ions sym@trique- 
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r,,, 

m , , 

( (z_ so) 

Figure 4. Signal p(~riodique et configurations dynamiques de 
la temperature pour le module complet. Ral ~- 80000, 
P e  = 0,005, P r  = 0,01, S t e  -~ = 0,0. 
Figure 4, Periodic signal and dynamic configurations for 
the full model. Ra~ = 80000, P e  ~ 0.005, P r  --- 0.01, 
S t e  -~ = 0.0. 

asym6trique et stationnaire--instationnaire. D'une part, 
pour la cavit6 fluide, les transitions sont obtenues avec 
l'approche spectrale pour des nombres de Rayleigh 
inf~rieurs ~t ceux obtenus par l'approche volumes finis. 
La diff6rence peut s'expliquer par la sensibilit~ des 
seuils de transitions au pas du maillage pr6s de la paroi, 
qui est g6n6ralement tr~s fin dans les discr6tisations 
suivant des polyn5mes de Chebychev avec les m6thodes 
spectrales. D'autre part, la pr6sence de l'interface de 
solidification d~formable dans le can du module complet 
parait maintenir la stabilit6 du r6gime sym6trique, dans 
la mesure oh la transition vers le r6gime asym6trique 
est obtenue pour un R a  sup6rieur h celui correspondant 
au module fiuide. Elle favorise par ailleurs la transition 
au r6gime instationnaire. 

4.  A P P L I C A T I O N  A LA S O L I D I F I C A T I O N  
D I R I G E E  D ' U N  A L L I A G E  B I N A I R E  

Les param~tres physiques caractdristiques sont 
dorm's dans le tableau IV .  

I1 faut noter que, dans notre cas, les effets de cha- 
leur latente sont ndglig~s ( 1 / S t e  -- 0). Le probl~me 
de fermeture est r6solu par les donn~es du diagramme 
de phase, dont une version sch~matis~e est repr6sent~e 
sur la f igure  5. La lin~arisation de ce diagramme nous 
donne des relations alg~briques entre les fractions mas- 
siques liquides et solides de solut~ f~ et f~ et la fraction 

TABLEAU IV / TABLE IV 

Param~tres physiques, adimensionnement solutal. 
Physical parameters, solutal case. 

Valeurs Param~tres physique 

Nombre de Rayleigh thermique 
RaT = ~T  g A T  3 

#l----D-- l~ 

Nombre de Rayleigh solutal 
f ~ s g A f  ~ 3 

R a s  --- #I D l~ 

Nombre de Prandtl P r  -- tL c 
k 

Nombre de Schmidt S c  = ttl 
p D  

S c  
Nombre de Lewis Le  - 

P r  
Rapport des chaleur sp~cifiques Cl/C~ 
Rapport des conductivit~s ks/k1 

Rapport des densit~s Ps/Pl 

0 - 5 000 

20 - 8 000 

0,0225 

121,5 

5 400 

1,0 
1,0 
1,0 

Les 6quations de conservation sont adimensionn6es 
par rapport £ la vitesse de tirage Vo et la longueur 
solutale l~ = D / V o ,  D 6tant la diffusivit6 solutale. Les 
6quations s'~crivent ainsi : 

 x--j (vj)  = 0 

- - =  t ~  
+ R a T  ~ ( T  - Trcf) + R a s  ~ ( f ?  - f{,~) - -~  (v~ - v~) 

g g 

T ©  

T, 

> 

f~ fa  ,a f -  
¢ 

Figure 5. Diagramme de phase de I'alliage plomb-thallium. 
Figure 5. Lead-thallium phase diagram. 
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TABLEAU V / TABLE V 
Comparaison approche spectral-volumes finis pour diff~rents r~gimes convectifs d'origine solutale. 

Comparison spectral-finite volumes for various solutal convective rates. 

Ras 

20 

35 

41 

60 

Volumes finis 

solution f 

diffusive stat ionnaire 

1 rouleau stationnairc 

1 rouleau stat ionnaire 

2 rouleaux 0,157 

Spectral 

solution f ~Pm~x 

diffusive stat ionnaire 1.10 -7  

1 rouleau stationnaire 13,619 

2 rouleaux 0,110 

2 rouleaux 0,192 

~)max 
3.10 -3  

13,632 

14,827 

d'alliage solidifi@ f~. Dans notre cas, le diagramme de 
phase nous donne un coefficient de partage k = 1,1, 
rapport,  pour une temp@rature donn@e, entre la fraction 
massique de solut@ solide et celle de solut@ liquide. 
On s 'at tend donc ~ observer d ' importants  gradients de 
concentration au voisinage de l'interface de solidification 
sur une fine couche de taille de l 'ordre de Is. La 
mushy-zone, zone de changement de phase, est donc 
ici calcul@e/~ partir des temp@ratures liquidus et solidus 
pour une valeur donn@e de la concentration en solut@ 
(voir Annexe). Sa g@om@trie dTpend donc des champs de 
temp@rature et de concentration. Le solut@ (thallium) 
se solidifie plus facilement que le solvant (plomb). Au 
voisinage de l'interface, le liquide est moins dense, ce 
qui va engendrer le dTveloppement d 'une instabilit@ 
convective d'origine solutale comparable £ celle d'origine 
thermique en configuration de Rayleigh B@nard. 

4.1. Validation de la m6thode 
num~rique 

Afin de valider l'ad@quation de la m@thode £ reprTsen- 
ter les effets des importants gradients de concentration 
localis@s au voisinage de l'interface, nous avons effectu@ 
des comparaisons avec les r@sultats obtenus avec une 
autre m@thode spectrale [18]. Afin d'~tudier la convec- 
tion d'origine solutale, nous consid@rons un mTlange 
binaire en phase liquide plomb - 30 % thallium au sein 
d 'une cavit@ rectangulaire. La s@gr@gation de solut@ est 
mod@lis@e par une condition de flux mixte au niveau de 
la base de la cavit@ : 

a c  = (1 - k) v0 c D ~ n  

En ce qui concerne les conditions aux limites 
en concentration, les parois lat@rales sont mod@lis@es 
avec une condition de flux nul, la paroi sup@rieure 
avec une condition de Dirichlet donn@e par la valeur 
de la concentration initiale en solut@. Les effets 
thermiques ne sont pas pris en compte ici. On impose 
une vitesse @gale ~ la vitesse de croissance aux 
parois. Pour mener les calculs, nous avons utilis~ un 
maillage 40 x 105 /~ progression g@om@trique, raffin~ 
au niveau de la base de l 'ampoule oh sont localis@s 

les gradients de concentration. Les simulations avec le 
code enthalpique mettent  en @vidence des transitions 
entre les r@gimes diffusifs, puis convectifs stationnaires, 
et enfin oscillatoires, en accord avec les r@sultats 
donn@s pax le code spectral. Le tableau V dresse le 
bilan de ces comparaisons, donnant le type de solution 
obtenue, la fr@quence pour les r@gimes p@riodiques et 
la valeur maximale de la fonction de courant. D'autres  
simulations, utilisant un maillage raffin@ avec un pas 
constant au voisinage de l'interface, ont donn@ des 
r@sultats en accord avec les premieres simulations. 
Cette validation permettra  d'utiliser ce dernier type 
de maillage pour le probl~me diphasique suivant, car il 
est d5licat d'utiliser un maillage fixe £ pas g@om@trique 
pour des probl~mes oh l'interface est mobile. 

4.2. Etude de la solidification 
du plomb-thallium 

Nous @tudions ici les effets de la convection solutale 
lors de la solidification dirig@e d 'un alliage ploml~ 
30 % thallium, selon la technique de Bridgman. Le 
rapport  de forme de la cavit@ rectangulaire est de 9 
en largeur, pour 20 en hauteur. On part  d 'un  bain 
fondu ~ temperature homog~ne, que l 'on solidifie peu 

peu par d@placement du gradient de temp@rature. 
Cette simulation prend donc en compte les ph@nom~nes 
transitoires dus ~ l'initiation de la solidification ~ partir 
des coins inf@rieurs de l 'ampoule. Dans la configuration 
@tudi@e, le gradient thermique vertical a un effet 
stabilisant (de sens inverse ~ la gravit@); seul le 
gradient radial de temp@rature peut @tre ~ l'origine 
d 'une instabilit@ thermoconvective [19]. 

Cependant, la contribution du champ de temp@ra- 
ture aux mouvements de convection dans la zone fondue 
est beaucoup plus petite que celle due aux effets solu- 
taux : elle pourra donc @tre n@glig~e. Un essai r~alis@ 
en convection mixte thermo-solutale a permis de va- 
lider cette hypoth~se. Les @carts en terme d 'extrema 
de fonction de courant sont de l'ordre de 0,3 %. Les 
effets thermiques n'interviennent en d@finitive qu'indi- 
rectement, en initiant un profil d'interface sym@trique, 
dont la g@om@trie influence par la suite la structure de 
la convection dans le milieu fluide. 
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Simulation num~rique par une approche porositE-enthalpie de la convection thermo-solutale 

Pour obtenir  une bonne repr+sentation des gradients  
de concentrat ion au niveau de la zone de solidification, 
la grille de calcul utilisGe est raffinGe dans la zone 
oct Gvolue le front de solidification (premier tiers 
de l 'a.mpoule), et composGe de 40 × 105 volumes de 
contr61e dans les directions x et y respectivement.  Les 
rGsultats prGsentGs sur la figure 6 montrent  les lignes 
de courant  et les lignes d ' i soconcentra t ion relevGes au 
mGme instant  pour  diffGrentes valeurs du nombre de 
Pu~yleigh solutal,  comprises entre 1 000 et 8 000. Des 
simulations effectuGes pour  un maillage de 40 x 175 
ont donnG des rGsultats convergents. On obtient  ainsi 
un champ de concentrat ion quasi identique (variat ion 
des ex t rema de concentrat ion infGrieur de 1 % ) .  De 
mGme, le profil de l ' interface n 'est  pas modifiG par  
un raffinement de maillage. On dist ingue l ' interface de 
solidification dans la zone de fort gradient.  L ' incurvat ion 
concave rGvGl~e pour  le Ra+ = 8 000 s 'explique par  
l ' augmenta t ion  de la concentrat ion en dopant  sur les 
bords de l 'ampoule,  qui entraine,  d 'apr+s le d iagramme 
de phase (figure 5), une baisse de la tempGrature de 
fusion (tempGrature du liquidus). 

Dans tous les cas GtudiGs, on obtient  des solutions 
sym~triques, oCt l 'Gcoulement est composG de deux cel- 
lules convectives. Le mouvement  est ascendant  le long 
des parois et descendant  au centre de l 'ampoule.  La 
s t ructure  symGtrique des condit ions aux limites en 
tempGrature favorise ce type  de solution. D 'au t res  
Gtudes ont par  ailleurs montrG qu 'une solution asymGtri- 
que monocellulaire pouvai t  se dGvelopper en accroissant 
le nombre de Rayleigh pour  des conditions similaires, 
sans changement de phase [18]. 

L 'augmenta t ion  des mouvements  de convection dans 
la par t ie  liquide se t radui t  par  une extension longi- 
tudinale  des cellules de recirculation, qui occupent  un 
peu plus du t iers de la cavitG pour  Ras = 1000 et 
2 000 et pra t iquement  les deux t iers de la cavitG pour  
Ras = 8 000. L 'augmenta t ion  des effets de la convection 
sur le t r anspor t  de solutG est particuli+rement marquGe 
le long des parois de l ' ampoule  (figure 6). Elle v a s e  t ra-  
duire pa r  un appauvr issement  en solutG dans la par t ie  
pGriphGrique du cristal  en contact  avec la parois de l 'am- 
poule et par  un enrichissement dans la rGgion centrale 

Figure 6. Lignes de courant et d'isoconcentration relev~es 
pour quatre valeurs du nombre de Rayleigh solutal Ras 
---- 1 000, 2 000, 4 000 et 8 000 (de gauche ~ droite). 
Figure 6. Steamlines and concentration field calculated for 
four values of solutal Rayleigh number J~s ---- 1.000, 2 000, 
4 000 et 8 000 (from left to right). 

(figure 7). L'augmenta t ion  de la vitesse de t irage ac- 
centue les ~carts de concentrat ion radiaux (s~gr~gation 
radiale)  dans le cristal. 

Ce compor tement  a d~j~t pu ~tre observ~ en r~gime de 
convection thermique pure [20]. L 'or ienta t ion  des lignes 
de courant  au voisinage de la zone de solidification 
(figure 6) montre  que l ' intensification du t r anspor t  
convectif  accro~t la courbure de l ' interface. 

L'inhomog~n~it~ de dopant  ~ l ' interface a tendance P+ 
s 'accentuer  avec l ' augmenta t ion  du nombre de Rayleigh. 
On constate  un ~cart de concentrat ion radial  dans le 
mat~r iau  solidifi~ de 3,5 % pour le cas Ras = 1 000, et 
cet ~cart s'~l~ve jusqu '£  15 % pour  le cas Ras = 8 000 
(figure ~). 
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Figure 7. REpartitions de solut~ dans le cristal relev~es au 
m~me instant pour diff~rentes valeurs du nombre de Rayleigh 
solutal Ras = 1 000-8 000. 

Figure 7. Solute distributions in the crystal calculated at the 
same time for various values of solutal Rayleigh number 
Ras = 1 000-8 000. 

5.  C O N C L U S I O N  

La m~thode enthalpique a ~t~ considSrSe pour  simuler 
des probl~mes de solidification ++ par t i r  de condit ions 
dans le bain fondu qui peuvent  8tre instat ionnaires.  La 
m~thode introduit ,  dans le cas d 'un  mat~r iau pur,  une 
zone p£teuse qui t ient lieu de moyen de r~gularisation 
de la solution num~rique. Dans le cas de l 'extension 
de la m~thode ~ la descript ion du m~lange (binaire),  
la zone p£teuse permet  de representer  l '~volution de 
la const i tut ion du milieu au moyen d 'un  d iagramme 
de phase. La r~ponse de la technique de calcul /+ la 
descr ipt ion des interfaces de solidification en presence 
d 'oscil lat ions dans le bain fondu est bien repr~sent~e 
et valid~e par  rappor t  ++ des solutions de r~f~rence 
(m~thodes spectrales).  Dans le cas du m~lange, des 
solutions spectrales ont permis 6galement de valider 
la solution et le r6sultat le plus impor tan t  est de 
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permettre de representer la constitution du cristal en 
concentration. Les applications concernant la technique 
de Bridgman sont tr~s vastes et l 'apport de ce travail 
r~side dans la disposition d'une mSthode efficace et 
robuste, permettant de pr~dire la constitution (forme 
des interfaces successives) et la composition du cristal 
solidifi~. 
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A n n e x e  

A l g o r i t h m e  n u m ~ r i q u e  de r~so lu t ion  

1. Donn~es du champ de temperature initial. Condi- 
tions aux limites en vitesse, pression, tempSrature. 

2. R~solution des ~quations de conservation de 
la quantit~ de mouvement. Algorithme de projection 
Simple muni d'une premiere ~tape pr~dictrice en vitesse 
et pression. 

3. R~solution de la conservation de l'~nergie, formulae 
avec la variable enthalpie h. 

4. RSsolution de la conservation de la concentration 
du constituant a dans le cas d'un alliage. 

5. Calcul du champ de temperature et des fractions 
massiques de chaque phase (lire ci-apr~s). 

6. Calcul des nouvelles propriSt~s physiques (conduc- 
tivitY, capacit~ calorifique) pour chaque maille, calcul~es 
selon la moyenne barycentrique des fractions massiques 
de chaque phase. 

7. Retour ~ l'~tape 2 pour le calcul h l'instant suivant. 
Remarques : Les termes sources des ~quations de 

conservation sont calculus h partir des donn~es de 
l'instant precedent ; les termes convectifs sont calculus 
par un schSma Ultra-Quick : interpolation quadratique 
des flux. 

Calcu l  du  c h a m p  de t e m p e r a t u r e  e t  des  f rac t ions  
mass iques  de  chaque  phase  

1. C o r p s  p u r  

Donn~e de la plage de solidification thermique [Tf 1 ; 
Tr2] autour de la temperature de fusion Tf telle que 
Tf 1 < Tf < Tf~. 

Calcul de la plage enthalpique de changement de 
phase [hf 1 ; hf2] : hf1 = c~ Tf~, hf 2 = cl Tf~ + Lf. 

Calcul du champ de temperature T ~t partir de 
l'enthalpie h donn~e par l'~quation de l'~nergie : 

h 
• h < h f l , T = - -  f ~ = l  

Cs 

• h~ 1 < h < h f ~ , T = T ~  l + ( h - h f  1) T f 2 -  Tfl 
h~ hf~ 



Simulation num~rique par une approche porosit~-enthalpie de la convection thermo-solutale 

fs -- hf2 - h 
hf2 - h h 

h - L f  
• h>_hf2,  T -  - -  

C l  

A = 0  

2. All iage binaire 

Donn~es de la lin~arisation du diagramme de phase : 
pente du liquidus m e t  coefficient de partage k. 

Calcul de la plage thermique de changement de phase, 
m 

temperatures solidus et liquidus [Ts,Ti] : Ts = Tf + ~ - f  , 

TI = Tf + m f  ~. 

Calcul de h h et hf 2 £ partir de T~ et T1 comme pour 
le corps pur. 

Calcul du champ de temperature et des fractions 
massiques de chaque phase h partir des champs 

d'enthalpie et de concentration donn~s par les ~quations 
de conservation : 

h 
• h ~ < h h , T = - -  fs = 1  

as 
• h h < h < hf2, T solution de 

t (es  - -  Cl) T 2 
1 - k  

+[1 - - - ~  [(as - cOT1 -- k Lf] - h - cl Tfl  T 

+ I T S 1  ,_ Lf T1 + (h - Lf) Tf] = 0 

1 T - T 1  
f s  - -  - -  - -  

t - k T - T f  

h - L f  
• h >~ h f 2 ,  T - 

el 
f , = o  

Abr igded  Engl ish Version 

N u m e r i c a l  s i m u l a t i o n  o f  t h e r m o - s o l u t a l  c o n v e c t i o n  d u r i n g  B r i d g m a n  c r y s t a l  g r o w t h  

The growth of single crystals from the melt plays 
an important role in the microelectronics industry. 
The quality of the semiconductor obtained after this 
processing is strongly influenced by the heat and mass 
transfers and the melt flow in the growth system. The 
hydrodynamic is governed by both solutal and thermal 
convective instabilities. 

The vertical Bridgman-Stockbarger technique is a 
directional solidification technique. The material is 
loaded into an ampoule, and solidified by varying the 
temperature field with a translation of the ampoule 
through a furnace. 

The phase change problems are defined by the 
mass, momentum and energy equations. For binary 
alloys, concentration equations should be added. In 
our case, the resolution of the problem uses an 
homogenised formulation of the conservation equations, 
the enthalpy method, issued from classical mixture 
theories. This approach has initially been used to study 
viscous flows in domains including fluid and porous 
layers. The solid formation behaves as a crystalline- 
like matrix which coexists with the liquid phase. 
In this multiphase region, an analogy can be made 
with the flow of a viscous fluid through a porous 
medium. The interaction between phases can then be 
modelled by a Darcy's law in the region where the 
solid fraction predominates. The energy equation is 
formulated with the enthalpy variable, which allows to 
take implicitely into account the latent heat jump at the 
solidification temperature. To solve the closure problem, 
we use the equilibrium phase diagram, assuming a local 

thermodynamic equilibrium. This assumption is valid 
considering the low growth velocity. Neglecting the 
solidus and liquidus curvatures, we then obtain linear 
relations between solid and liquid mass fractions and the 
temperature field. Given the enthalpy and concentration 
fields, these quantities can be then calculated. Solving 
the conservation equations in the whole domain allows 
us not to track the interface front, as its shape is not 
needed in the resolution. This continuum formulation 
also allows us to relate continuous phenomena, such 
as the exchanges of latent energy over a temperature 
range. This permits us to take into account the whole 
phases and constituents present in the system, and their 
resolution on a fixed grid. The spatial discretisatio~ 
of the equations uses a finite-volume method. The 
convective terms are calculated with a QUICK scheme 
associated with a flux limiting strategy. The pressure 
velocity coupling is solved with a projection algorithm. 
The time discretisation uses a second order Euler 
scheme. 

We study here two configurations of Bridgman 
solidification. First we consider the solidification of a 
pure material for an inverted growth configuration. 
The results show the interaction between the interface 
and the hydrodynamic, due to thermal convective 
instabilities developing in the unsteady melt. The 
second case is a solidification of a binary alloy, where 
the temperature gradient has a stabilising effect. The 
results show the influence of the growth velocity on the 
distribution of dopant in the solidified crystal. 
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